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INTRODUCTION
Cette etude a pour but d'etablir les proprietes les plus elementaires
des algebres d'elements analytiques qui ont enoncees sans demonstration
dans [3] . Rappelons que les elements analytiques au sens de Krasner sur
une partie D d'un corps value non archimedien, complet, algebriquement
clos K ont etc introduits par MARL KRASNER pour construire une theorie
des fonctions analytiques en analyse ultrametrique [8] ; cette theorie a
d'ailleurs etc plus recemment generalisee par ELHANAN MOTZKIN et
PHILIPPE ROBBA ([11] et [13]) . Apres avoir defini 1'ensemble H(D) des
elements analytiques au lens de Krasner sur D, on cherchera a quelle
condition H(D) est une sous-K-algebre de KD et en introduisant la notion
d'element quasi-inversible, on etudiera une premiere propriete des ideaux
des algebres H(D) .
PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ALGEBRES H(D)
I . ENSEMBLES H(D) ; ALGEBRES DE BANACH H(D)
§ 1 . Definitions usuelles sur K
Dans toute cette etude on designera par K un corps commutatif, value
non archimedien, complet, algebriquement clos ([7], [14]) ; soit x -* jx j
sa valeur absolue . Nous supposerons cette valeur absolue non triviale,
c'est-a-dire telle qu'il existe x c K verifiant x , 0 et j xj =A 1 .
On notera IKJ 1'image de K par l'application x -- ~xl . De meme, pour
toute partie D de K, on notera IDS 1'image de D par cette application .
Rappelons que SKI n
U+
est un sous-groupe multiplicatif de R+. De
plus, comme K est algebriquement clos et comme sa valeur absolue est
non triviale, alors IKI n R est dense dans ~R+.
Soient a un point de K et r un nombre reel positif. On appelle disque
circonferencie de centre a, de rayon r, l'ensemble des x E K tels que I x - a I fir .
On appelle disque non circonferencie de centre a, de rayon r, l'ensemble
des x E K tels que Ix-al <r . On appelle cercle de centre a, de rayon r,
1'ensemble des
x e
K tell que Ix -a I = r . On appelle classe d'un cercle C de
centre a, de rayon r tout disque non circonferencie de rayon r, inclus dans C .
Soit D un ferme borne de K. On appelle diametre, et on note diam (D) ;
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le nombre reel SUPx, Y E D I x - yI . Alors on Bait que si a E D, on a
diam (D)= sup Ix-aI .
xeD
REMARQUE : Le rayon d'un disque (circonferencie on non) est aussi
son diametre .
Suivant les conventions habituelles si D est une partie de K, on note
D 1'adherance de D et b son interieur ; de plus, on appelle enveloppe
de D et on la note D, le plus petit disque circonferencie contenant D.
Si a est un point de D, et R le diametre de D, D est le disque circon-
ferencie de centre a et de rayon R. Alors it est immediat de voir que
l'ouvert D-D admet une partition par une famille de disques non circon-
ferencies appeles trous de D.
EXEMPLE : Soit a E D - D ; soit r = infxE D I a - x I . Alors le trou con-
tenant a est le disque non circonferencie de centre a, de rayon r .
§ 2 . Definition des ensembles H(D)
Soit K(X) le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K. Soit
D un ferme borne de K. Soit K(D) 1'ensemble des fractions rationnelles
de K(X) sans pole dans D. Soit 0 1'application de K(D) dans KD qui
a tout element h e K(D) associe la fonction fraction rationnelle . Il est
clair que 0 est un homomorphisme de K-algebre et qu'il est injectif si
et seulement si D est infini . Dans le cas ou D est fini, 0 est surjectif et
l'on a : 1(K(D)) , Kn oil n=card (D) . Ce cas etant trivial, noun con-
sidererons desormais une partie D de K infinie .
Soit D une partie infinie de K. Alors K(D) s'injecte par 0 dans KD
et '(K(D)) est un sous-groupe topologique du groupe topologique complet
KD muni de la topologie de la convergence uniforme . 0 est done, par
definition, un morphisme strict de K(D) muni de la topologie induite par
la convergence uniforme, dans KD muni de la meme topologie. 0 se
prolonge en un homomorphisme injectif di de H(D) complete de K(D)
dans KD. Identifions desormais H(D) avec son image J(H(D)) C KD . Le
groupe topologique complet H(D) est done un sous-groupe topologique
de KD. Pratiquement, H(D) est 1'ensemble des fonctions / defines sur D
a valeurs dans K telles qu'il existe une suite hn de K(D) verifiant
lim [ sup If(x) -hn(x)I]=0 .
U-00 xeD
§ 3. Les algebres de Banach H(D)
DEFINITION . Soit A une K-algebre unitaire (d'unite 1) . Alors A est
appelee K-algebre normee ultrametrique unitaire si elle possede une appli-
cation x -
IIxII
de A dans ~R+ qui verifie ([12])
IIxII = 0 si et seulement si
x=0,
IIx+yiI < sup (IIxII IlyHI)
quels que soient x et y c-A,
IIxyIU
c
IIxII IIyII
quels que soient x et y E A,
11111=1 .
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Une K-algebre normee ultrametrique unitaire A est appelee K-algebre
de Banach ultrametrique unitaire si elle est complete pour la topologie
induite par sa norme .
Nous allons chercher maintenant a quelle condition un groupe H(D)
est une sous-algebre de Banach de l'algebre KD des fonctions defines
sur D, a valeur dans K.
NOTATION . Soit Dune partie de K. Dans toute la suite on notera
II' IID
1'application definie sur H(D), a valeur dans 1 ., par
IIfIID= SUP .ED If(x)I
LEMME (I.1 .) . Soit D C K ; l'application
11-11D
definit sur K(D) une
norme de K-espace vectoriel si et seulement si D est ferme borne . De plus,
si D est ferme borne, alors
II -
IID est une norme de K-algebre .
PREUVE . On sait que
II •I ID
est une norme si et seulement si
IIhIID< +00
pour tout h c K(D) . Or it est clair que si
IIhIID
< + 00 pour tout h e K(D),
alors D est ferme borne . Reciproquement, supposons D ferme borne ; soit
h e K(D) et montrons que
IIhIID
< + 00. Pour cela considerons les poles aj
de multiplicite ni de h (1 < i < n) . Comme D est borne it suffit de montrer
que le denominateur Q(X)
=f,-i
(X-aj)ni est minore sur D par un
nombre S > 0. Or it est clair que si ri est le diametre du trou qui contient
ai(i=1, . . ., n) on a IQ(x)I > jr,-, r;a pour tout x e D, ce qui prouve que
II' IID
est une norme d'espace vectoriel . Alors it est evident que c'est une
norme d'algebre .
THEOREME (I.2 .) . Le groupe topologique H(D) est une sous-K-algebre
de Banach de KD pour la topologie de la convergence uni forme sur D si et
seulement si D eat ferme borne et cette topologie est la seule qui puisse munir
H(D) d'une structure d'algebre de Banach .
PREUVE. La premiere assertion est une consequence evidente du
lemme (I.1 .) . Supposons maintenant que H(D) soit une algebre de Banach
pour une certain norme
II • II .
Alors pour tout a c- D, l'homomorphisme
de K-algebre xa de H(D) sur K defini par f -* I(N) satisfait pour tout
f E H(D)
IX (f)l < II/II
([4], I, th . 6), d'ou 1'on deduit que
IIfIID < IIfII
pour tout
/ e H(D) et par consequent
II
-IID est une norme sur H(D) ; done D est
ferme borne et H(D) est une algebre de Banach pour la norme II • IID .
Mais ces normes comparables sont equivalentes d'apres le theoreme de
Banach ([1], I, § 3, no 2, cor. 1) et le theoreme (I.2 .) est etabli .
REMARQUE 1 : Le th. 6 de [4], I et le cor. 1 de [1], I ; § 3, no 3 auxquels
it est fait reference concernent une algebre et un espace vectoriel sur R
mais leur transposition dans le cas oii le corps de base est value non
archimedien complet est immediate et bien connue .
REMARQUE 2 : Le fait que H(D) soit une algebre topologique est
equivalent au fait que H(D) soit une algebre de Banach . En effet si D
est une partie non fermee on non borne telle quo H(D) soit une algebre,
alors ce West pas une algebre topologique . Supposons par exemple D non
23 Indagationes
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ferme et soit a =_ D-D . Soit An une suite de K telle que An +An+1 pour
tout n et lim An = l E K. 11 est clair que la suite An/x - a ne converge
pas dans H(D) puisque
I
A. - An+l
	
1
sup
x - a
= An - An+1 I sup = +
00 .
xED
x-a
De meme, si D est non borne, on se ramene au cas oh D est non ferme
par inversion .
II . PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ELEMENTS ANALYTIQUES
§ 1 . Parties singulieres
La proposition 11 .1 . que nous allons enoncer est une consequence triviale
du theoreme de la decomposition MITTAG-LE LERIENNE ([8] et [13])
lorsque D possede certaines proprietes de connexite que nous ne eon-
sidererons pas ici. Nous allons 1'etablir ici dans le cas tout a fait general,
sans faire aucune hypothese sur D.
PROPOSITION (H.1 .) . Soit D une partie de K . Tout element f c H(D)
peat se decomposer de f aeon unique soul la /orme
f= ± (~
(x4'a
;> +g
avec O<k ; a$ E D-D ; Aj, j e K ; g E H(D) .
PREUVE. Soit h e K(D) tel que,
IIf-hIID<
1 . Soient a 1 , . . ., ak les poles
de h qui appartiennent a D - D . (Nous conviendrons que k = 0 lorsque h
n'admet pas de pole dans )-D) . Alors en considerant la decomposition
de h, en elements simples, on a
k
ns
h=I	 ',
+ho
i=1 =1
(x aj) 2
Soit une autre fraction l E K(D) telle que
111-111D<1.
11 en resulte que
n
1
aI1 \,
1(x
aj)t
+10
oil to c K(D)
car sinon la fraction h - l ne serait pas bornee sur D. Done ho - to = h- l
et it en resulte que I Iho
- loI
ID = I Iho
-
1OI ID
=
11h -
111D
. Alors si hn est une suite
de K(D) convergeant vers f dans H(D), chaque fraction hn se decompose
sous la forme hn = P + ho,,, ou ho,,,, E K(D) et la suite ho,,,, est une suite
de Cauchy dans K(D), done aussi dans K(D) . Soit g sa limite dans H(D) .
Alors on voit que /=P+g . L'unicite d'une telle decomposition est evidente .
Supposons en effet que / se decompose soul la forme
, .
/_ ~ (X xA''a / +g'-P'+g'
d=1 7=1 (
a) j
ou a'ED'-D, Ait,;EK ; I<i<k', 1<j<n;, g'EH(D) . Alors 0=P-P'+
+ (g - g') . Mais it est clair que si P + P' alors P - P' est non borne au
oil ho e K(D) .
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voisinage d'un point a c D-D ; or g-g' E H(D) est borne au voisinage
de a et ceci montre l'unicite de la decomposition Mittag-Leferienne .
DE INITION. Nous appellerons la fraction P la partie singuliere de f .
REMARQUE : D'apres les conventions initiales, on voit que / E H(D) si
et seulement si sa partie singuliere est nulle .
COROLLAIRE (11.2 .) . Soit D une partie de K et soi / E H(D) . Alors it
existe un polynome Q dont tous les zeros appartiennent a D - D et un element
h e H(D) tel que /=h/Q . Si H(D) est une algebre et si S(D) design l'ensemble
des polynomes de K[X] dont tous les zeros appartiennent a D-D, alors on
a l'egalite
H(D) =S(D) -1 H(D) .
Nous etudierons au chaptre III a quelles conditions (portant sur D)
H(D) est une algebre .
§ 2 . Theoreme de factorisation
Rappelons une propriete bien connue des fonctions holomorphes sur un
ouvert D de C. Si a E D et si / est une fonction holomorphe sur D telle
que /(a) = 0, it existe une fonction g holomorphe sur D telle que /(z) =
=(z-a)g(z) . Si 1'on prend un ferme borne infini D de C, on pent eeulement
considerer la C-algebre de Banach '(D) completee pour la convergence
uniforme sur D de l'algebre C(D) des fractions rationnelles de C(X) sans
pole dans D et ir(D) est evidemment une soul-algebre de 1'algebre de
Banach des fonctions continues sur D, holomorphes sur D. On Bait qu'il
ainsi dans dr(D) un theoreme de factorisation : si a c- D, et si / E ~*'(D)
est tel que /(a) = 0, it existe g e V (D) tel que /(z) = (z - a)g ([4], § 4, 5,
no 2) . (Toutefois it faut signaler a ce sujet une erreur de ce paragraphe
car si a e D-D, cette factorisation n'existe pas toujours et l'ideal engendre
par (z-a) n'est pas egal a l'ideal maximal des elements de *'(D) nuls
au point a) .
Nous allons etablir maintenant un theoreme de factorisation exactement
analogue pour les elements analytiques d'une algebre H(D) ultrametrique,
([2], I. 3) .
THEOREME (11.3 .) . Soit D C K et soit a e D. Soit /EH(D) tel que
f(a)=O. Alors it existe g E H(D) tel que f = (x - a) g .
PREUVE. Montrons d'abord que / est approche par une suite (x-a)gn
ou
gn
E K(D) .
En effet, it existe une suite hn approchant f, telle que hn E K(D),
Il/- hfIID<
1/n . Et /(a)=0 done Ihn(a)I<1/n . Soit hn'=h a-hn(a) . Alors
IIt- hn'
IID< 1/n . Et
hn ' E K(D)
hn'(a) = 0 done hn ' = (x-a)g n ou
gn
E K(D) .
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Montrons que la suite gn, est de Cauchy. Le point a etant interieur,
it existe un disque circonf6renci6 d de centre a, de rayon r > 0 inclus dans D.
Consid6rons (x-a)gn comme 616ment de H(d) . La norme de H(d) etant
multiplicative ([6], § 2)
II(x-a)(gp-gq)IId=IHx-aIIejIgp - gglld .
D'ou
II(gp-9g)Ildc
II(x-a) gp-(x-a) ggIID
=
Ilhp - hgIID
r
	
r
D'autre part, si xOd, alors Ix-aI>r . Done
Ilgp-ggIID-e< Ilhp
- hgIID
et
Ilgp-ggIIDS
Ilhp YhgIID .
Ceci montre que la suite
gn
est de Cauchy dans H(D) et converge vers
g c- H(D) tel que / = (x- a) g.
COROLLAIRE (II.4 .) . Soit D C K et soit a e (D-D) r) D. Soit f e H(D) .
Alors f/(x-a) E H(D) .
PREUVE. Soit P la partie principale de / . Alors f =P+fo oil fo E H(D) .
Mais grace au th6oreme 11 .3. on a la factorisation fo- f o(a) = (x - a)g oh
g e H(D) . Donc
1 ( P
f(a)
e H(D) .
x-a f x-a + x-a +g
III . CARACTERISATION DES ALGEBRES H(D)
Le but de ce chapitre est d'6tudier quelle condition une partie D de K
doit satisfaire pour que H(D) soit une alg6bre. Nous commencerons par
6tudier les homomorphismes entre algebres H(D) .
§ 1 . Les homomorphicmec d'algebres H(D)
THEOREME (III.! .) . Soit D (resp . D') une partie de K telle que H(D)
(resp . H(D')) soit une soul-K-algebre de KD ( resp . de KD') . Soit X l'appli-
cation identique cur D . Alors tout homomorphisme de K-algebre 0 de H(D)
dans H(D) est continu et de la forme f -* / o (O(X)) (oic O(X) design
l'image
99
de X E H(D) par 0, satisfaisant qq(D') C D, et o? f o O(X) design
le compose de O(X) avec f) . De plus 0 est un icomorphi8me si et seulement
ci ((X) est une bijection de D' cur D telle que (O(X))-1 E H(D) . L'application
ip : 0 -> b(X) de l'ensemble iff des homomorphismes de H(D) dans H(D'),
dans l'encemble E des elements ip e H(D') tels que qq(D') C D, est une bijection
de 4C cur E et
jp
induit une bijection de l'encemble eo des icomorphismes de
H(D) 8ur H(D') cur l'ensemble Eo des bijection 99 de D' sur D telle que
92
E H(D') et qr
-1
E H(D) .
r
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PREUVE . Montrons que 0 est continu. Pour cela, nous allons montrer
plus precisement que l'on a
II0(f)IID' < II/IID
quel que soit f E H(D) . En
effet supposons qu'il existe g c- H(D) tel que
II0(9)IID' > II9IID .
Alors it existe
trivialement yo e D' tel que I0(g)(yo)I
> II9IID
.
Soit A=0(g)(yo) ; alors it est
clair que la serie
1
_
°°
	
n
A o
9
A
converge daps H(D) vers l'inverse de A - g ce qui prouve que A - g est
inversible, donc egalement 0(A-g)(yo)=A-0(g)(yo)=0 et O(A-g) appar-
tient a l'ideal des elements de H(D) qui s'annulent au point yo. On voit
donc que 0 est continu .
Il est immediat Wen deduire que l'on a 0(f) = f o O(X) pour tout
f E H(D) car cette relation est evidente pour / E K(D) qui est dense dans
H(D) . Enfin si 0 est un isomorphisme, en considerant l'isomorphisme
reciproque 0-1 et l'application identique X' sur D', on voit que
X=I-1(0(X))= .(X) o 0-1(X') et X'= 0-1 (X) o O(X), ce qui prouve que
O(X) et 0-1(X') sont deux bijections reciproques l'une de l'autre et comme
0-1(X') E H(D) on voit que O(X) est une bijection de D' sur D, telle que
(O(X))-1
E H(D) .
L'application
ip
est bijective de facon evidente, ainsi que y'o et le
theoreme (111 .1 .) est etabli.
En marge du theoreme 111 .1 . noun allons etablir la proposition 111 .2 .
qui sera utile par la suite .
PROPOSITION (111 .2
.) . Soit D une partie de K strictement incluse daps
K. Soit a E K-D et snit / l'application define sur D par x -a 11(x -a) .
Enfin snit D'= /(D) . Alors H(D) est une algebre si et seulement 8i H(D')
est une algebre. De plus, si cette condition est realisee, alors H(D) et H(D')
sont deux algebres isomorphes par l'isomorphisme 0 : f ---> 0(j) d6fini de la
fagon suivante :
0(f)(x)= f
(T-17a)
.
PREUVE . L'application 99 define sur K(D) par h -- qq(h) tel que
q9(h)(x)=h(1/x-a) etablit un isomorphisme d'algebres entre K(D) et
K(D') . De plus, K(D) et K(Y) etant munis de la topologie de la con-
vergence uniforme, it est evident que
99
est bicontinue. Done q7 se prolonge
aux completes respectifs H(D) et H(D') en un isomorphisme de groupes
topologiques 0 . Alors it est clair que si H(D) est une algebra, it en est
de meme pour H(D'), grace a la continuite de 0 . La reciproque est egale-
ment vraie car / est involutive et D' joue le meme role que D. La
proposition est done demontree .
§ 2 . Proprietes des ensembles D tels que H(D) soit une algebre
Nous allons maintenant aborder le probleme de la caracterisation des
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parties D de K telles que H(D) soit une soul-K-algebre de KD. La
proposition 111 .3. nous donne un premier resultat .
PROPOSITION (111.3 .) . Soit D une partie de K; si H(D) est une algebre,
alors on a la relation
D - D C D.
PREUVE . Remarquons d'abord que cette relation D - D C D est equi-
valente a l'absence de point 0 E D qui soit a la fois la limite d'une suite
de points de D et la limite d'une suite de trous de D. Nous allons done
raisonner par l'absurde en supposant qu'il existe un tel point 0 que nous
prendrons d'ailleurs pour origine . Alors, en particulier, on peut extraire
une suite de trous A n ainsi qu'une suite xn E D verifiant pour tout n les
relations suivantes (le point 0 etant pris pour origine)
(1)
	
d(0, T2.+1)<
Ixnl
<d(0, T2n.)<d(0, Ten-1)
(2) lim xn=0.
n-00
Supposons done que la relation D - D C D ne soit pas satisfaite ; soit
0 E D un point pris pour origine et satisfaisant les relations (1) et (2) .
Soit an une suite de points tels que an E Tn quel que soit n et soit do= j a" I .
Nous allons demontrer en construisant un element f E H(D) tel que
(1/x)
f
0
H(D) . Pour cela, nous allons definir une suite un E H(D) telle que
limn
I IxunII
= 0 et telle que la fonction define sur D par
00
I I xun(x)I
f(x)=
n
-I IxI
soit non borne sur D Soit en une suite de K telle que IEn
I
soit une suite
d6croissante de limite nulle. Soient
qn
< qn ' deux entiers positifs tels que
3 e
C
Ixnl
)qn
>	1
() I
nI
d2n+1
Vd2n-1
(4)
Soit
4n
\d2.+1/ \
d2nn1/ 4n < 1
vn-En (x aza+1 +1)4n Cx a2a2n)4n
.
11 est clair que grace a (3) et (4), vn v6rifie
Iv n (x) I = 18.
I
quel que soft x c D tel que I x < d2.+1
Ivn(x)I
< d2n+1IEnl
quel que soit x eD tel que IxI
>d2n-1
Ix -
anI
1
sup
Ivn(x)I >Ivn(xn)I
d2n+1< ' 0I <d2n-i
Vd2n-1
Soit an E K tel que
Ianl < 1
et tel que
<
Ian(s xld2n_i
vn(x)I)
Vdn_1 +Vd2n-1
	
d2n+l n .
xeD
Soit un=an vn ; un satisfait done, par construction, les relations
(5) Iun(x)I = Ien l quel que soit x e D tel que
Ixl
<d2n
+1
et tel que Ixl >d2n-1
(6)	 1 < sup nn(x)I <
Vd2 _i + 1
Vd2n-1 d
2n+l
<
Ixl
<d
2n-1 n
(7)
lun(x)I <
d2n-1IenI
<	IEnI	
(pour n assez grand) .
Ix - a2nl Ix
- a2n1
11 en resulte que la fraction xun est borne sur D et verifie
IIXUnIID< SUP (IEnI, Vd2n-1)
ce qui montre que lim n ,
m
xun = 0 .
Soit f=
J;~-1
xun . Verifions maintenant que I(x)lx est non borne au
voisinage de 1'origine. D'apres la definition de la suite un, c'est immediat .
En effet, si d2.+1 < I xI < d2n-1, on a uj(x)I < ej pour tout i y n et
( sup Un(x)I)>
I
d2n+1< I xl <d2n-1
Vd2n-1
ce qui montre que
sup
d2n+1
<
I
x
l <d
2n-1
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f(x)
x
et
I 1x
est non borne. Alors I 1x
0
H(D) .
En effet, supposons que f lx c- H(D)
et soit P sa partie singuliere. P admet l'origine comme pole d'ordre q > 1,
sinon / serait borne au voisinage de l'origine . Alors x4-1/ = xq P +
+xgg(geH(D)) . On voit que xqP est non nul a l'origine. Or /(0)=0, ce
qui est contradictoire. Done la multiplication de KD n'est pas fermee
dans H(D) si la condition D C D n'est pas satisfaite et la proposition
est demontree .
Grace a la proposition (111 .2.) la proposition (111 .3.) a pour consequence
le corollaire (111.4 .) .
COROLLAIRE (111.4 .) . Si D est une partie non borne de K et si H(D)
est une algebre alors ED est borne .
PREUVE . Remarquons d'abord que puisque D est non borne, tout point
de ED est inclus dans un trou de D. Done 1'enonce du corollaire revient
a dire que si D est non borne, et si H(D) est une algebre, alors la reunion
de 1'ensemble des trous de D est borne. Si D=K, le theoreme est trivial .
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Si D =A K, alors it existe un trou T de D. Soit a E T et soit / l'application
define sur D par x-* (1/x-a) . Soit D'=/(D) .
Puisque H(D) est une algebre, on sait que H(D') est une algebre d'apres
la proposition 111 .2. Puisque D est non bornee, it est clair que a E D' .
Enfin si D admettait une suite T,, de trous tell que
lim d(a, T„) _ + oo,
n-+ cc
alors le point a appartiendrait a D'- D' et la condition D' - D' C D' ne
serait pas satisfaite. Or H(D') est une algebre et it y a contradiction,
ce qui prouve le corollaire III .4 .
Grace au chapitre II nous pouvons maintenant conclure
PROPOSITION (111.5 .) . Si D est une partie bornee de K satisfaisant
D-D C D alors H(D) est une algebre .
PREUVE. Montrons que si f et g sont deux elements de H(D) alors
fg e H(D) . En effet, grace au lemme (11.2 .) on sait que f et g se factorisent
respectivement sous la forme fo/P et go/Q ou fo E H(D) et go E H(D) et
oii P et Q sont des polyn6mes dont tous les zeros appartiennent a D - D.
Done fg=fogo/PQ. Mais puisque H(D) est une algebre de Banach, on a
fogoEH(D), et d'apres le lemme 11 .4., it est clair que (fogo) 1JPQEH(D)
et la proposition est etablie .
THEOREMS (111.6 .) . Soit D C K. Alors H(D) est une sous-K-algebre de
KD si et seulement si elle satinfait 1e8 conditions 1) et 2)
1) D-D C D
2) D-D est borne .
PREUVE. Remarquons tout d'abord que la condition 2) est satisfaite
si et seulement si Tune des conditions 2a) et 2b) est satisfaite :
2a) D est borne,
2b) CD est borne,
car (D=CD=(D-D) U CD.
D'autre part, on voit grace a la proposition 111.3 . et au corollaire 111.4 .
que si H(D) est une soul-algebre de KD, alors D satisfait 1) et Tune des
conditions 2a) et 2b) .
Montrons la reciproque . En effet, si D satisfait 1) et 2a) alors H(D)
est une sous-algebre de KD d'apres la proposition 111.5 .
Enfin si D satisfait 1) et 2b) ; deux cas se presentent
- ou bien (D=0 ; alors H(D)=K(D) et le theoreme cst trivial ;
- ou bien CD # 0 ; alors D admet au moins un trou T. Soit a un point
de T et soit / l'application define sur D par /(x)=1/(x-a) . 11 est
clair que D'= /(D) est borne et tel que D - D C D car la condition 1)
est evidemment stable par l'inversion / . Done H(D') est une sous-algebre
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de KD. Mais alors H(D) est une soul-algebre de KD d'apres la propo-
sition 111 .2. Le theoreme est demontre .
REMARQUE. Lorsque H(D) est une algebre, la relation tres simple
etablie au corollaire 111 .2. existant entre H(D) et H(D) montre clairement
qu'il suffit, pour connaitre toutes les algebres H(D), de restreindre notre
etude aux seules algebres de Banach H(D), dont on pourra commodement
utiliser la norme le cas echeant . Nous considererons done seulement
desormais des algebres de Banach H(D) .
IV . PROPRIETES IMMEDIATES DES AL(IEBRES DE BANACH H(D)
§ 1 . Elements quasi-inversibles et quasi-minores
Soit D un ferme borne de K et soit f E H(D) . On voit grace au theoreme
11.3. que si les zeros de f sont en nombre fini et interieurs a D, alors it
existe un polyn6me P et un element g c H(D) qui n'a aucun zero dans D,
tels que I=Pg . Ce resultat noun conduit a considerer les elements quasi-
inversibles dont noun donnons la definition .
DE INITION. Un element f de H(D) de H(D) est dit quasi-inversible
s'il existe un polyn6me P dont tous les zeros sont interieurs a D et un
element g de H(D) inversible dans H(D) tel que f =Pg .
REMARQUE. Le produit de deux elements quasi-inversibles est quasi-
inversible. En particulier, si H(D) ne possede que des elements quasi-
inversibles, alors H(D) est integre .
DE INITION. Un element / do H(D) est dit quasi-minore si pour toute
suite a,, de D telle que lim,, f (a„) = 0 on pout extraire de la suite an
une soul-suite de Cauchy .
Avant de comparer ces deux definitions, rappelons un lemme immediat
LEMME (IV . 1 .) . Soit D un ferme borne et soit f c H(D) . Alors f est
inversible dans H(D) si et seulement si it existe S > 0 tel que J f (x) I > 6 pour
tout x e D.
PREUVE . Si / est inversible, 1111111D majore
I1/f(x) l ce qui prouve 1'exis-
tence de a > 0. Reciproquement, si J&) I > S > 0 pour tout x e D, alors it
est immediat de voir que si une suite h,, E K(D) converge vers f, on a
pour n assez grand 1/hn E K(D) et lim„~,,, 1/h,,, =1/f .
PROPOSITION (IV.2 .) . Soit D un forme borne, / un element de H(D) .
i) Si / est quasi-inversbile, alors f est quasi-minore .
ii) Si D est ouvert, alors / est quasi-inversible si et seulement si / est quasi-
minore.
PREUVE. i) est evident. En effet, soient al , . . ., a. les zeros de f. / se
factorise sous la forme Pg oh P est un polyn6me dont les zeros sont
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al, . . ., a. et g est inversible dans H(D) . Done / est strictement minore
sur tout le complementaire (par rapport a D) d'une reunion de m disques
centres respectivement en al , . . ., am (et assez petits pour etre inclus dans
D) . Ceci montre que si (cc„) est une suite de D telle que limn
,. AN.)
= 0,
alors un au moins de ces disques contient une soul-suite de la suite an ,
d'ou l'on deduit grace a un raisonnement par recurrence trivial, 1'existence
d'une sous-suite de la suite (a,,) qui converge vers l'un des zeros de / .
ii) Montrons que la reciproque de i) est vraie dans le cas of D est
ouvert. (Noun verrons par la suite que cette reciproque est fausse si D
n'est pas ouvert) . Supposons done I E H(D) non quasi-inversible et mon-
trons qu'alors
f est non quasi-minore .
Si / est non quasi-inversible, alors
1) Ou
f a un nombre fini de zeros, done se factorise en Pg oft P est
un polynome dont les zeros sont interieurs a D, et g est un element de
H(D) qui ne s'annule pas mais n'est pas inversible . Alors g n'est pas
minore sur D d'apres le lemme IV.1. mais de toute une suite an de D
telle que limn g(a,,) = 0, on ne peut extraire de sous suite de Cauchy
sinon cette sous-suite convergerait vers a e D tel que g(a) = 0 . Done I
n'est pas quasi-minore .
2) Ou f a une infinite de zeros a, Alors, si de la suite (a,,) on peut
extraire une sous-suite de Cauchy elle converge vers a telle que /(a) = 0,
done f est nul sur un disque centre en a (car les zeros d'une serie de
TAYLOR sont isoles [9]) et I n'est pas quasi-minore .
La proposition ii) est demontree dans les deux cas a considerer .
§ 2 . Ideaux principaux
Nous allons etudier maintenant les proprietes d'un ideal contenant un
element quasi-inversible .
PROPOSITION (IV .3 .) . Soit D un germe borne admettant des points inte-
rieurs, snit I un ideal de H(D) contenant un element f quasi-inversible .
Alors I est engendre par un polynome dont les zeros sont interieurs a D .
PREUVE . Soit I=Pg oii g est inversible . Done P E I. Soit E 1'ensemble
des elements de I quasi-inversibles. Il est clair que E engendre un ideal
J(E) lui-meme engendre par un seul polynome Po dont les zeros sont
interieurs
a
D. Done it existe un ouvert Q, reunion de n disques inclus
dans D et b > 0 tel que l Po(x) I > 6 quel que soit x c D -.Q .
Supposons J(E) * I, alors it existe
go e I
	
tel que
HHIoUU
< 6,
0
J(E)
done go(x)+Po
(x)I >6 quel que soit x E D-Q. Done tous les zeros de
go + Po sont dans Q. Alors go + Po est quasi-inversible . En effet, les zeros
de /o+Po sont en nombre fini dans chaque disque d;, (i =1, . . ., n) dont
.Q est la reunion . Done /o+Po n'a qu'un nombre fini de zeros interieurs
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a Q d'apres I - 2 . Done fo + Po = Qg oh g(x) =A 0 pour tout x e D. Or
I lo(x) + Po(x) I > 6 pour tout x c D -Q, et I Q(x) <
M pour tout x
E
D - Q.
Alors jg(x) I > S/M = S' quel que soit; x e D -Q. De plus g(x) =A 0 pour x c di ,
done it existe St > 0 tel que ~g(x) j > bt pour
x e di d'apres 1-2. Done
Ig(x)I > inf (SI, . . ., Vg, S') quel que soit x c D, et g est inversible. Done
fo+Po est quasi-inversible
. Done fo+Po E J(E), et fo e J(E), ce qui con-
tredit l'hypothese .
COROLLAIRE (IV.4 .) . Si tout element d'une afgebre de Banach H(D) est
quasi-inversible, alors tout ideal de H(D) est principal .
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